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Îáùàÿ õàðàêòåðèñòèêà ðàáîòû
Àêòóàëüíîñòü òåìû èññëåäîâàíèÿ. Èíòåðåñ ê ïðîñòðàíñòâàì
ñ íåòðèâèàëüíîé òîïîëîãè÷åñêîé ñòðóêòóðîé áûë âûçâàí ðàáîòàìè
Ýéíòøåéíà, îçåíà, Óèëåðà, Òîðíà, Ìîððèñà è Þðòñåâåðà. Â ðàáî-
òàõ ýòèõ àâòîðîâ áûëî ïîêàçàíî, ÷òî òàêèå ïðîñòðàíñòâà âîçíèêàþò
ïðè ðàññìîòðåíèè ÷åðíûõ äûð, êðîòîâûõ íîð, ïðîñòðàíñòâ ñ íàðó-
øåíèåì ïðè÷èííîñòè, è ò.ä. Óèëåðîì áûëî ââåäåíî ïîíÿòèå "êðî-
òîâàÿ íîðà" äëÿ èíòåðïðåòàöèè ýëåìåíòàðíûõ ÷àñòèö â âèäå ðó÷åê
ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè. Ïîñëå ðàáîò Ìîððèñà, Òîðíà è Þðòñåâåðà
èíòåðåñ âûçâàëè ïðîõîäèìûå êðîòîâûå íîðû, ïîçâîëÿþùèå ðàññìàò-
ðèâàòü íàðóøåíèå ïðè÷èííîñòè â ñîâðåìåííîé èçèêå. Îñíîâíîé,
è äî ñèõ ïîð íåðåøåííîé çàäà÷åé èçèêè êðîòîâûõ íîð ÿâëÿåòñÿ
ïðîáëåìà îáúÿñíåíèÿ èõ ñóùåñòâîâàíèÿ, ïîñêîëüêó èç ñàìûõ îáùèõ
ñîîáðàæåíèé ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ïðîñòðàíñòâî êðîòîâîé íîðû íà-
ðóøàåò âñå èçâåñòíûå óñëîâèÿ ýíåðãîäîìèíàíòíîñòè, è âîçìîæíûì
èñòî÷íèêîì ïðîñòðàíñòâà êðîòîâîé íîðû ìîæåò ÿâëÿåòñÿ ýêçîòè÷å-
ñêàÿ ìàòåðèÿ èëè âàêóóìíûå êâàíòîâûå ëóêòóàöèè ïîëåé. Â îòñóò-
ñòâèè êâàíòîâîé ãðàâèòàöèè áîëüøóþ ðîëü èãðàåò ïîëóêëàññè÷åñêàÿ
êâàíòîâàÿ òåîðèÿ ïîëåé, â ðàìêàõ êîòîðîé êâàíòîâûìè ÿâëÿþòñÿ âñå
ïîëÿ êðîìå ãðàâèòàöèîííîãî.
Â ïðîöåññå ýâîëþöèè Âñåëåííîé ñïîíòàííîå íàðóøåíèå ñèììåò-
ðèè ïðèâîäèò ê ïîÿâëåíèþ ðàçëè÷íûõ òîïîëîãè÷åñêèõ äååêòîâ,
îäíèì èç êîòîðûõ ÿâëÿþòñÿ êîñìè÷åñêèå ñòðóíû, ïðåäñòàâëÿþùèå
ñîáîé íèòåîáðàçíóþ ïîëåâóþ êîíèãóðàöèþ. Ýêñïåðèìåíòàëüíî èç-
ìåðåííàÿ àíèçîòðîïèÿ ðåëèêòîâîãî èçëó÷åíèÿ, ñîâïàäàåò ñ òåîðåòè-
÷åñêè ïðåäñêàçàííîé òîëüêî ïðè ó÷åòå ñóùåñòâîâàíèÿ êîñìè÷åñêèõ
ñòðóí. Èç àñòðîèçè÷åñêèõ íàáëþäåíèé â äàííîå âðåìÿ ïîëó÷åíà
âåðõíÿÿ îöåíêà êîëè÷åñòâà êîñìè÷åñêèõ ñòðóí âî Âñåëåííîé  îêîëî
10-12 ñòðóí íà ðàçìåð ãîðèçîíòà. àññìîòðåíèå áåñêîíå÷íî òîíêèõ
êîñìè÷åñêèõ ñòðóí ïðèâîäèò ê ïîÿâëåíèþ óðàâíåíèé ñ ñèíãóëÿð-
íûìè ïîòåíöèàëàìè èëè ñ íåòðèâèàëüíûìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿ-
ìè. Òàêîãî ðîäà ïîòåíöèàëû ÷àñòî âîçíèêàþò â ðàçëè÷íûõ îáëàñòÿõ
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èçèêè, â ðåàëüíûõ èçè÷åñêèõ ìîäåëÿõ, ñâÿçàííûõ ñ ïîÿâëåíèåì
ïîëóïðîçðà÷íûõ ãðàíèö, îïèñûâàåìûõ ìîäåëüíûìè ñèíãóëÿðíûìè
ïîòåíöèàëàìè.
Öåëü ðàáîòû ñîñòîèò â èññëåäîâàíèè ýíåðãèè âàêóóìíûõ ëóê-
òóàöèé êâàíòîâàííûõ ñêàëÿðíûõ ïîëåé â ïðîñòðàíñòâàõ êðîòîâûõ
íîð è êîñìè÷åñêèõ ñòðóí, à òàêæå ïðè íàëè÷èè íåòðèâèàëüíûõ ãðà-
íè÷íûõ óñëîâèé èëè ñèíãóëÿðíûõ ïîòåíöèàëîâ.
Íàó÷íàÿ íîâèçíà ðàáîòû çàêëþ÷àåòñÿ â ñëåäóþùåì: â äèñ-
ñåðòàöèè ðàçâèâàåòñÿ åäèíûé ïîäõîä âû÷èñëåíèÿ ýíåðãèè âàêóóì-
íûõ ëóêòóàöèé ïîëÿ íà îñíîâå ðåãóëÿðèçàöèè îáîáùåííîé äçåòà-
óíêöèåé äëÿ ïðîñòðàíñòâ ñ íåòðèâèàëüíîé òîïîëîãèåé; âïåðâûå
ïîëó÷åíî îáùåå âûðàæåíèå ýíåðãèè íóëåâûõ êîëåáàíèé ìàññèâíî-
ãî ñêàëÿðíîãî ïîëÿ äëÿ ïðîèçâîëüíîãî äåèöèòà óãëà êîñìè÷åñêîé
ñòðóíû êîíå÷íîãî ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ; ïîëó÷åíà ýíåðãèÿ íóëåâûõ
êîëåáàíèé ìàññèâíîãî ñêàëÿðíîãî ïîëÿ â ïðîñòðàíñòâå-âðåìåíè êðî-
òîâîé íîðû, îêðóæåííîé îäíîé èëè äâóìÿ ñåðè÷åñêèìè îáîëî÷-
êàìè; ïîêàçàíî, ÷òî ñèëà Êàçèìèðà äëÿ òàêîé ìîäåëè ìîæåò áûòü
íå òîëüêî ñèëîé îòòàëêèâàíèÿ, íî è ñèëîé ïðèòÿæåíèÿ ïðè îïðåäå-
ëåííûõ ðàäèóñàõ ñåðû; ïîëó÷åíû âûðàæåíèÿ äëÿ ýíåðãèé íóëåâûõ
êîëåáàíèé ñêàëÿðíûõ ïîëåé ïðè íàëè÷èè ñèíãóëÿðíûõ ïîòåíöèàëîâ;
íàéäåíî íîðìèðîâî÷íîå óñëîâèå, ïîçâîëÿþùåå ïîëó÷èòü êîíå÷íîå
âûðàæåíèå äëÿ ýíåðãèè ñêàëÿðíûõ ïîëåé ïðè ãðàíè÷íûõ óñëîâèÿõ
ðàçëè÷íîãî òèïà.
Íàó÷íàÿ öåííîñòü è ïðàêòè÷åñêàÿ çíà÷èìîñòü ñîñòîèò â
ðàçâèâàåìîì ïîäõîäå, ïîçâîëÿþùåì âû÷èñëèòü ýíåðãèþ âàêóóìíûõ
ëóêòóàöèé ïîëÿ, íå ó÷èòûâàÿ ñïåêòð îïåðàòîðà Ëàïëàñà â ÿâíîì
âèäå. Ïîëó÷åíî âûðàæåíèå, ïîçâîëÿþùèå íàéòè ýíåðãèþ âàêóóìíûõ
ëóêòóàöèé ïîëÿ â ïðîñòðàíñòâå-âðåìåíè êîñìè÷åñêîé ñòðóíû êî-
íå÷íîãî ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ äëÿ ïðîèçâîëüíîãî äåèöèòà óãëà. Â
îòëè÷èå îò èçâåñòíûõ ðàíåå ðåçóëüòàòîâ, èñïîëüçîâàíèå ýòîãî ïîä-
õîäà â ïðîñòðàíñòâàõ ñ íåòðèâèàëüíîé òîïîëîãèåé (èäåàëüíî ïðîâî-
äÿùàÿ ñåðà, ñîäåðæàùàÿ êðîòîâóþ íîðó) ïîêàçàëî, ÷òî ñèëà Êà-
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èñ. 6: ðàèêè çàâèñèìîñòè ýíåðãèè E(λ) ïðè èêñèðîâàííîì ïàðàìåò-
ðå β = mL. Ïðåäñòàâëåíû ãðàèêè ýíåðãèé äëÿ çíà÷åíèé β = 2 è β = 2.5.
ðàèêè äëÿ ñëó÷àÿ D−N (TM1-ìîäà) ðàñïîëîæåíû âûøå îñè àáñöèññ,
äëÿ ñëó÷àÿ D − D (TE-ìîäà) íèæå îñè àáñöèññ. Çíà÷åíèþ β = 2 ñîîò-
âåòñòâóåò ñïëîøíàÿ ëèíèÿ, β = 2.5 - ëèíèÿ ñ äëèííûì ïóíêòèðîì. Ëåãêî
âèäåòü, ÷òî ïðè óâåëè÷åíèè β ýíåðãèÿ íóëåâûõ êîëåáàíèé äëÿ ëþáîãî λ
ñòðåìèòñÿ ê íóëåâîìó çíà÷åíèþ.
ðèñóíêå 6. Ýíåðãèÿ íóëåâûõ êîëåáàíèé ïðè λ = 0 ïðèíèìàåò çíà-
÷åíèå ñòàíäàðòíîé ýíåðãèè Êàçèìèðà äëÿ äâóõ ïëàñòèí, óäàëåííûõ
íà ðàññòîÿíèå 2L äðóã îò äðóãà, ïðè îïðåäåëåííûõ ïàðàìåòðàõ β.
Ñòîèò îòìåòèòü, ÷òî ïðè β → ∞ (ñîîòâåòñòâóåò m → ∞) ýíåðãèÿ
íóëåâûõ êîëåáàíèé, òàêæå êàê è ëþáàÿ äðóãàÿ ýíåðãèÿ, âêëþ÷àÿ
ñòàíäàðòíóþ ýíåðãèþ Êàçèìèðà, äîëæíà ïðèíèìàòü íóëåâîå çíà÷å-
íèå ïðè ëþáûõ λ. Ýòî õîðîøî âèäíî èç ðèñóíêà, ãäå óæå äëÿ β = 2 è
β = 2.5 ýíåðãèÿ ïðèíèìàåò ïðàêòè÷åñêè íóëåâîå çíà÷åíèå äëÿ ëþáûõ
λ. Òàêîå ïîâåäåíèå ýíåðãèè ÿâëÿåòñÿ ïðàâèëüíûì â êâàíòîâîé òåî-
ðèè ïîëÿ è îáúÿñíÿåòñÿ ïðîñòûì àêòîì, ÷òî ïðè áîëüøèõ ìàññàõ
ïîëÿ êâàíòîâûõ ëóêòóàöèé íå ñóùåñòâóåò.
Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû ðàáîòû
1. Íà îñíîâå ðàâíîìåðíîãî ðàçëîæåíèÿ óíêöèé Ëåæàíäðà ïî-
ëó÷åíî âûðàæåíèå äëÿ ýíåðãèè íóëåâûõ êîëåáàíèé ìàññèâíîãî ñêà-
ëÿðíîãî ïîëÿ â ïðîñòðàíñòâå-âðåìåíè êîñìè÷åñêîé ñòðóíû êîíå÷íî-
ãî ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ äëÿ ïðîèçâîëüíîãî äåèöèòà óãëà.
2. Ïîëó÷åíî êîíå÷íîå âûðàæåíèå äëÿ ýíåðãèè íóëåâûõ êîëåáàíèé
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èñ. 5: ðàèê çàâèñèìîñòè ýíåðãèè îò λ ïðè èêñèðîâàííîì L. ðàèê
ýíåðãèè íóëåâûõ êîëåáàíèé â D −N ñëó÷àå ïðåäñòàâëåí æèðíîé ëèíèåé.
ðàèê ýíåðãèè íóëåâûõ êîëåáàíèé â D − D ñëó÷àå ïðåäñòàâëåí òîíêîé
ëèíèåé.
λ → 0 è λ → ∞ ýíåðãèÿ íóëåâûõ êîëåáàíèé ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ,
ñîãëàñóþùèåñÿ ñ òåîðèåé. Ïðè λ → 0 ýíåðãèÿ ïðèíèìàåò çíà÷åíèå
ðàâíîå (2L)3ECas = −π2/1440 è ïåðåõîäèò â ñòàíäàðòíóþ ýíåðãèþ
Êàçèìèðà äëÿ äâóõ ïëàñòèí, óäàëåííûõ íà ðàññòîÿíèå 2L äðóã îò
äðóãà. Ïðè λ → ∞ ýíåðãèÿ ïðèíèìàåò ïîñòîÿííîå çíà÷åíèå, îäèíà-
êîâîå, ñ òî÷íîñòüþ äî çíàêà, äëÿ D−N è D−D ãðàíè÷íûõ óñëîâèé.
Çíà÷åíèå ýíåðãèè â ýòèõ ñëó÷àÿõ ðàâíî 16π2/1440. Îòìåòèì, ÷òî â
ïåðâîì ñëó÷àå ãðàíè÷íûõ óñëîâèé D − N (èñ. 5) ýíåðãèÿ íóëåâûõ
êîëåáàíèé ïðèíèìàåò íóëåâîå çíà÷åíèå ïðè îïðåäåëåííîì çíà÷åíèè
ïàðàìåòðà p = λL/2, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò λL ≈ 0.11.
Â ñëó÷àå ãðàíèö, óäàëåííûõ íà êîíå÷íîå ðàññòîÿíèå L äëÿ ìàñ-
ñèâíîãî ïîëÿ òàêæå ïîëó÷åíû âûðàæåíèÿ äëÿ ýíåðãèè íóëåâûõ êî-
ëåáàíèé (q = 2m/λ):
EDD =
λ3
32π2
∫ ∞
q
dxx
√
x2 − q2 ln
(
x+ th(xp)
x+ 1
)
+ EDDCas(2L), (22)
EDN =
λ3
32π2
∫ ∞
q
dxx
√
x2 − q2 ln
(
x+ cth(xp)
x+ 1
)
+ EDNCas(2L). (23)
×èñëåííûé àíàëèç ýíåðãèè äëÿ äâóõ ñëó÷àåâ D − N (ñîîòâåò-
ñòâóåò TM1-ìîäå) D −D (ñîîòâåòñòâóåò TE-ìîäå), ïðåäñòàâëåí íà
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çèìèðà ìîæåò ìåíÿòü ñâîé çíàê, ïðè îïðåäåëåííûõ çíà÷åíèÿõ ïàðà-
ìåòðîâ. Íàéäåíî íîðìèðîâî÷íîå óñëîâèå, ïîçâîëÿþùåå ïîëó÷èòü êî-
íå÷íîå âûðàæåíèå äëÿ ýíåðãèè âàêóóìíûõ ëóêòóàöèé â ñêàëÿðíûõ
ïîëÿõ ñ íåòðèâèàëüíûìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè èëè ñèíãóëÿðíûìè
ïîòåíöèàëàìè.
Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû, âûíîñèìûå íà çàùèòó:
1. Ïîëó÷åíî âûðàæåíèå äëÿ ýíåðãèè íóëåâûõ êîëåáàíèé ìàññèâ-
íîãî ñêàëÿðíîãî ïîëÿ â ïðîñòðàíñòâå-âðåìåíè êîñìè÷åñêîé ñòðóíû
êîíå÷íîãî ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ äëÿ ïðîèçâîëüíîãî äåèöèòà óãëà.
2. Âû÷èñëåíà ýíåðãèÿ íóëåâûõ êîëåáàíèé ìàññèâíîãî ñêàëÿðíîãî
ïîëÿ â ïðîñòðàíñòâå-âðåìåíè êðîòîâîé íîðû, îêðóæåííîé îäíîé èëè
äâóìÿ ñåðè÷åñêèìè ïîâåðõíîñòÿìè.
3. Âû÷èñëåíà ýíåðãèÿ íóëåâûõ êîëåáàíèé ñêàëÿðíûõ ïîëåé ïðè
íàëè÷èè íåòðèâèàëüíûõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé, ïðåäëîæåí êîððåêòíûé
ñïîñîá ïðîâåäåíèÿ ïåðåíîðìèðîâêè â ýòîì ñëó÷àå.
Àïðîáàöèÿ ðàáîòû. åçóëüòàòû ðàáîòû äîêëàäûâàëèñü íà ñëå-
äóþùèõ êîíåðåíöèÿõ è øêîëàõ: III ìåæäóíàðîäíàÿ êîíåðåíöèÿ
ïî óíäàìåíòàëüíûì ïðîáëåìàì èçèêè, Êàçàíü, ÊÓ, 2005; Ìåæ-
äóíàðîäíàÿ óèìñêàÿ çèìíÿÿ øêîëà-êîíåðåíöèÿ ïî ìàòåìàòèêå è
èçèêå), Óà, ÁÏÓ, 2005; Ìåæäóíàðîäíàÿ êîíåðåíöèÿ ïî ãðà-
âèòàöèè, êîñìîëîãèè è àñòðîèçèêå (RUSGRAV-12), Êàçàíü, 2005;
Ìåæäóíàðîäíàÿ øêîëà-ñåìèíàð ïî êâàíòîâîé òåîðèè ïîëÿ, ñóïåð-
ñèììåòðèè, òåîðèè ïîëåé âûñøèõ ñïèíîâ è ãðàâèòàöèè, Òîìñê, 2005;
îññèéñêàÿ øêîëà-ñåìèíàð ïî ñîâðåìåííûì ïðîáëåìàì ãðàâèòàöèè è
êîñìîëîãèè (GRACOS-2007), Êàçàíü, 2007; îññèéñêàÿ øêîëà-ñåìè-
íàð ïî ñîâðåìåííûì ïðîáëåìàì ãðàâèòàöèè è êîñìîëîãèè (GRACOS-
2009), Êàçàíü, 2009; Ìåæäóíàðîäíàÿ êîíåðåíöèÿ ïî ãðàâèòàöèè,
êîñìîëîãèè è àñòðîèçèêå (RUSGRAV-13), Ìîñêâà, 2008, à òàêæå
íà íàó÷íûõ ñåìèíàðàõ êàåäð òåîðèè îòíîñèòåëüíîñòè è ãðàâèòà-
öèè ÊÓ è òåîðåòè÷åñêîé èçèêè ÒÏÓ (ÊÏÓ).
Ïóáëèêàöèè. Ïî òåìå äèññåðòàöèè îïóáëèêîâàíî 10 ðàáîò, â òîì
÷èñëå 3 ñòàòüè â öåíòðàëüíîé íàó÷íîé ïå÷àòè â æóðíàëàõ èç ñïèñêà
5
ÂÀÊ, 1 ñòàòüÿ â ñáîðíèêå íàó÷íûõ ðàáîò, 6 òåçèñîâ äîêëàäîâ íà
âñåðîññèéñêèõ è çàðóáåæíûõ êîíåðåíöèÿõ.
Ñòðóêòóðà äèññåðòàöèè. Äèññåðòàöèÿ ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ, ÷å-
òûðåõ ãëàâ, çàêëþ÷åíèÿ è ñïèñêà ëèòåðàòóðû. àáîòà èçëîæåíà íà
113 ñòðàíèöàõ, âêëþ÷àÿ 12 ðèñóíêîâ è ñïèñîê ëèòåðàòóðû èç 115
íàèìåíîâàíèé.
Îñíîâíîå ñîäåðæàíèå äèññåðòàöèè
Âî ââåäåíèè àðãóìåíòèðóåòñÿ àêòóàëüíîñòü èññëåäóåìîé ïðîá-
ëåìû, îáîñíîâûâàåòñÿ íàó÷íàÿ è ïðàêòè÷åñêàÿ çíà÷èìîñòü ðàáîòû,
îðìóëèðóþòñÿ öåëü èññëåäîâàíèÿ è ïîëîæåíèÿ, âûíîñèìûå íà çà-
ùèòó.
Â ïåðâîé ãëàâå ïðèâåäåí êðàòêèé îáçîð ìåòîäîâ ðåãóëÿðèçàöèè
ýíåðãèè íóëåâûõ êîëåáàíèé äëÿ ïðîèçâîëüíûõ ïîëåé. Áîëåå ïîäðîá-
íî ðàññìîòðåí ïîäõîä äçåòà-ðåãóëÿðèçàöèè íà ïðèìåðå ñåðè÷åñêîé
ïîâåðõíîñòè. Ïîêàçàí ñòàíäàðòíûé ñïîñîá ïåðåíîðìèðîâêè ýíåðãèè
â ìàññèâíûõ ñêàëÿðíûõ ïîëÿõ. Ïðåäñòàâëåí îáçîð è îïèñàíèå òàêèõ
îáúåêòîâ èññëåäîâàíèÿ, êàê êîñìè÷åñêèå ñòðóíû è êðîòîâûå íîðû.
Âî âòîðîé ãëàâå â ðàìêàõ äçåòà-ðåãóëÿðèçàöèè ïîëó÷åíî îáùåå
âûðàæåíèå äëÿ ýíåðãèè íóëåâûõ êîëåáàíèé ìàññèâíîãî ñêàëÿðíîãî
ïîëÿ íà îíå ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè êîñìè÷åñêîé ñòðóíû êîíå÷íîãî
ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ äëÿ ïðîèçâîëüíîãî äåèöèòà óãëà.
Ïðîñòðàíñòâî-âðåìÿ êîñìè÷åñêîé ñòðóíû êîíå÷íîãî ïîïåðå÷íî-
ãî ñå÷åíèÿ â öèëèíäðè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ èìååò ñëåäóþùóþ îðìó
äëÿ âíóòðåííåé è âíåøíåé îáëàñòåé ñòðóíû ñîîòâåòñòâåííî:
ds2in = −dt2 + dρ2 +
ρ20
ǫ2
sin2(
ǫρ
ρ0
)dϕ2 + dz2, (1)
ds2out = −dt2 + dr2 +
r2
ν2
dϕ2 + dz2.
Òàêîå ïðîñòðàíñòâî-âðåìÿ ïîêðûâàåòñÿ äâóìÿ êàðòàìè: âíóòðåííÿÿ
÷àñòü êîîðäèíàòàìè (t, ρ, ϕ, z), ãäå (t, z) ∈ (−∞ + ∞), ρ ∈ [0, ρ0],
ϕ ∈ [0, 2π) è âíåøíÿÿ êîîðäèíàòàìè (t, r, ϕ, z), ãäå (t, z) ∈ (−∞+∞),
r ∈ [r0,+∞), ϕ ∈ [0, 2π). "Âíåøíèé" - r0 è "âíóòðåííèé" - ρ0 ðàäèóñû
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EDNλ =
λ3
32π2
∫ ∞
0
dxx2
{
ln
(
1 +
cth(xp)
x
)
− 1
y
− 1
2y2
− 1
3y3
}
− λ
3
288π2
,
ãäå y = x + 1. Îêîí÷àòåëüíî ïîëíàÿ ïåðåíîðìèðîâàííàÿ ýíåðãèÿ â
êàæäîì èç äâóõ ñëó÷àåâ D − D (ñîîòâåòñòâóåò TE ìîäå) è D − N
(ñîîòâåòñòâóåò TM − 1 ìîäå) ïðèìåò ñëåäóþùèé âèä:
EDD = − π
2
1440(2L)3
+ EDDλ , (20)
EDN = − π
2
1440(2L)3
+ EDNλ . (21)
0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 p
-0.020
-0.015
-0.010
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0.010
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EΛ3
èñ. 4: ðàèê çàâèñèìîñòè ýíåðãèè E(L) îò p = λL/2 ïðè èêñèðîâàí-
íîì λ. Îáû÷íàÿ ýíåðãèÿ Êàçèìèðà ìåæäó äâóìÿ ïëàñòèíàìè, óäàëåííûìè
íà ðàññòîÿíèå L äðóã îò äðóãà, ïðåäñòàâëåíà òîíêîé ëèíèåé. ðàèê ýíåð-
ãèè íóëåâûõ êîëåáàíèé äëÿ ïëàñòèí, óäàëåííûõ íà ðàññòîÿíèè L (ñëó÷àé
D−N), ïðåäñòàâëåí ñâåòëîé ëèíèåé. Ýíåðãèÿ íóëåâûõ êîëåáàíèé äëÿ ïëà-
ñòèí íà ðàññòîÿíèè L (ñëó÷àé D −D) ïðåäñòàâëåíà òåìíîé ëèíèåé.
×èñëåííûé àíàëèç ýíåðãèè íóëåâûõ êîëåáàíèé ïðè èêñèðîâàí-
íîì λ è L ïðåäñòàâëåí íà ðèñóíêàõ 4 è 5. Èç ðèñóíêà 4 âèäíî, ÷òî
ïðè áåñêîíå÷íîì óäàëåíèè ãðàíèö L ýíåðãèÿ íóëåâûõ êîëåáàíèé è
ñòàíäàðòíàÿ ýíåðãèÿ Êàçèìèðà ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ, ÷òî è äîëæíî âû-
ïîëíÿòüñÿ, òàê êàê ýíåðãèÿ Êàçèìèðà â ïóñòîì ïðîñòðàíñòâå ðàâ-
íÿåòñÿ íóëþ. Èç ðèñóíêà (5) âèäíî, ÷òî äëÿ ïðåäåëüíûõ çíà÷åíèé
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Îïðåäåëÿÿ äçåòà-óíêöèþ îò ïàðàìåòðà λ
ζλ(s,D1) = ζ(s,D1)− ζ(s,D1)|λ=0 (19)
=
sin(πs)
π
∫ ∞
m
dk(k2 −m2)−s∂k lnΨλ(ik),
ãäå
ΨλTE(ik) = 1 +
λ
2k
th(kL),
ΨλTM−1(ik) = 1 +
λ
2k
cth(kL),
ΨλTM−2(ik) = Ψ
λ
TE(ik),
ìîæíî ðàññìàòðèâàòü òîëüêî äâå ñèòóàöèè, ïðåäñòàâëÿþùèå ñîáîé
äâà òèïà ãðàíè÷íûõ óñëîâèé TE è TM−1. Äçåòà-óíêöèÿ ïðè λ = 0
ñîîòâåòñòâóåò ñëó÷àþ ñêàëÿðíîãî ïîëÿ ïðè íàëè÷èè äâóõ èäåàëüíî
ïðîâîäÿùèõ ïëàñòèí áåç ñèíãóëÿðíîãî èñòî÷íèêà. Ýíåðãèÿ íóëåâûõ
êîëåáàíèé â òàêîé ìîäåëè äîëæíà áûòü ðàâíà îáû÷íîé ýíåðãèè Êà-
çèìèðà äëÿ äâóõ èäåàëüíî ïðîâîäÿùèõ ïëàñòèí, îòñòîÿùèõ äðóã îò
äðóãà íà ðàññòîÿíèè 2L.
Â ñëó÷àå ãðàíèö L, óäàëåííûõ íà áåñêîíå÷íîñòü ïîëó÷åíû äçåòà-
óíêöèÿ äëÿ áåçìàññîâîãî è ìàññèâíîãî ïîëÿ. Íàéäåíû âñå êîýè-
öèåíòû òåïëîâîãî ÿäðà è ïîêàçàíî, ÷òî ýíåðãèÿ íóëåâûõ êîëåáàíèé
ðàâíÿåòñÿ íóëþ.
Â ñëó÷àå ãðàíèö, óäàëåííûõ íà êîíå÷íîå ðàññòîÿíèå L äëÿ áåç-
ìàññîâîãî ïîëÿ, â îòñóòñòâèè ñòàíäàðòíîãî ñïîñîáà ïåðåíîðìèðîâêè
(óñòðàíåíèå ñëàãàåìûõ, ñîõðàíÿþùèõñÿ â ïðåäåëå áîëüøèõ ìàññ),
ïðåäëîæåíî íîðìèðîâî÷íîå óñëîâèå, ñîãëàñíî êîòîðîìó ïîëíàÿ ïå-
ðåíîðìèðîâàííàÿ ýíåðãèÿ â ïðåäåëå λ→∞ ïðåäñòàâëÿåò ñóììó çíà-
÷åíèé ñòàíäàðòíûõ ýíåðãèé Êàçèìèðà äëÿ äâóõ ïëàñòèí, óäàëåííûõ
íà êîíå÷íîå ðàññòîÿíèå L äðóã îò äðóãà. Ýòî äàåò âîçìîæíîñòü ïî-
ëó÷èòü ñëåäóþùèå ïåðåíîðìèðîâàííûå âûðàæåíèÿ äëÿ ýíåðãèé íó-
ëåâûõ êîëåáàíèé áåçìàññîâîãî ñêàëÿðíîãî ïîëÿ
EDDλ =
λ3
32π2
∫ ∞
0
dxx2
{
ln
(
1 +
th(xp)
x
)
− 1
y
− 1
2y2
− 1
3y3
}
− λ
3
288π2
,
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ñòðóíû è ïàðàìåòðû ǫ, ν ïîä÷èíÿþòñÿ óðàâíåíèÿì
r0
ρ0
=
tan ǫ
ǫ
, cos ǫ =
1
ν
. (2)
Ñå÷åíèå ïðîñòðàíñòâà (1) ïîâåðõíîñòüþ t = const, z = const èçîáðà-
æåíî íà ðèñóíêå 1.
èñ. 1: Ñå÷åíèå t = const, z = const ïðîñòðàíñòâà êîñìè÷åñêîé ñòðóíû
îòòà-Õèñêîêà.
Â ðàìêàõ ïîäõîäà äçåòà-ðåãóëÿðèçàöèè âûðàæåíèå äëÿ ðåãóëÿðè-
çîâàííîé ýíåðãèè ìàññèâíîãî ñêàëÿðíîãî ïîëÿ íà îíå ïðîñòðàíñòâà-
âðåìåíè ðàññìàòðèâàåìîé ìîäåëè áóäåò âûãëÿäåòü â âèäå ñóììû:
E(s) = Ethin(s) + Eint(s), (3)
ãäå
Ethin(s) = −µ2s cos(πs)
2π
∞∑
n=0
dn
∫ ∞
m
dk (k2−m2)1/2−s ∂
∂k
ln k−nνInν(kR)
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ÿâëÿåòñÿ ðåãóëÿðèçîâàííîé ýíåðãèåé íóëåâûõ êîëåáàíèé ïîëÿ äëÿ
ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè áåñêîíå÷íî òîíêîé ñòðóíû â ñëó÷àå ìèíèìàëü-
íî ñâÿçàííîãî ïîëÿ (ξ = 0). Çäåñü dn - ÷èñëî âûðîæäåíèÿ, çàâèñÿùåå
îò ðàçìåðíîñòè ïðîñòðàíñòâà, Inν - óíêöèÿ Áåññåëÿ âòîðîãî ðîäà.
Âíóòðåííÿÿ ñòðóêòóðà äàåò äîïîëíèòåëüíûé âêëàä
Eint = −µ2s cosπs
2π
+∞∑
n=0
dn
∫ ∞
m
dk[k2 −m2]1/2−s ∂
∂k
ln kn(ν−1)fn(ik),
ãäå fn(ik) ÿâëÿåòñÿ óíêöèåé Éîñòà íà ìíèìîé îñè
fn(ik) = − sin ǫ√
cos ǫ
(
kρ0
ǫ
)n+1 {
K ′nν(kr0)P
−n
α [cos ǫ]
+ Knν(kr0)P
′−n
α [cos ǫ]
ǫ sin ǫ
kρ0
}
,
a Knν è P
n
α óíêöèÿ Áåññåëÿ âòîðîãî ðîäà è óíêöèÿ Ëåæàíäðà
ïåðâîãî ðîäà ñîîòâåòñòâåííî.
Â áåçìàññîâîì ñëó÷àå (m = 0) ïåðåíîðìèðîâàííàÿ ýíåðãèÿ íóëå-
âûõ êîëåáàíèé ïåðåïèøåòñÿ â ñëåäóþùåì âèäå:
Erenfinal =
ν sin4 ǫ
2πr0
E(0, ξ, ǫ). (4)
Çàâèñèìîñòü E(0, ξ, ǫ) ýíåðãèè êàê óíêöèè äåèöèòà ǫ äëÿ ξ = 0 è
ξ = 1/6 ïðåäñòàâëåíû íà ðèñóíêå 2.
×èñëåííûé àíàëèç óíêöèè E(0, ξ, ǫ) äëÿ äàííûõ ïàðàìåòðîâ ξ
ïîêàçûâàåò, ÷òî ýíåðãèÿ íóëåâûõ êîëåáàíèé îòðèöàòåëüíà ïðè ëþ-
áûõ äåèöèòàõ óãëà ǫ. Äëÿ ìàëîãî äåèöèòà óãëà ǫ≪ 1 ïðèáëèæåí-
íî ïîëó÷àåì
Eren ≈ − ηǫ
4
2πr0
, (5)
ãäå η = 0.05 äëÿ ξ = 0 è η = 0.02 äëÿ ξ = 1/6.
Òðåòüÿ ãëàâà ïîñâÿùåíà èññëåäîâàíèþ ýíåðãèè íóëåâûõ êîëå-
áàíèé ìàññèâíîãî ñêàëÿðíîãî ïîëÿ â ïðîñòðàíñòâå-âðåìåíè êðîòî-
âîé íîðû, îêðóæåííîé îäíîé è äâóìÿ ñåðàìè. Ïðîñòðàíñòâî-âðåìÿ
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äîáàâëÿþòñÿ ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ äëÿ ñèíãóëÿðíîãî ïîòåíöèàëà, êî-
òîðûå â ñëó÷àå ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé óñëîâèÿ
äëÿ TE è TM ïîëÿðèçàöèè ïðè íàëè÷èè áåñêîíå÷íî òîíêîé ìåòàë-
ëè÷åñêîé ñåðû. Òàêèì îáðàçîì â çàäà÷å ðàññìàòðèâàþòñÿ òðè òè-
ïà "íåñòàíäàðòíûõ" ãðàíè÷íûõ óñëîâèé: ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ ïåðâîãî
ðîäà (TE-ìîäà)
φ(+0)− φ(−0) = 0,
φ′(+0)− φ′(−0) = λφ(0), (16)
φ(+L) = 0,
φ(−L) = 0;
ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ âòîðîãî ðîäà ïðè íàëè÷èè ãðàíèö Äèðèõëå (TM1-
ìîäà)
φ′(+0)− φ′(−0) = 0,
φ(+0)− φ(−0) = − λ
k2
φ′(0), (17)
φ(+L) = 0,
φ(−L) = 0;
ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ âòîðîãî ðîäà ïðè íàëè÷èè ãðàíèö Íåéìàíà (TM2-
ìîäà)
φ′(+0)− φ′(−0) = 0,
φ(+0)− φ(−0) = − λ
k2
φ′(0), (18)
φ′(+L) = 0,
φ′(−L) = 0.
Èç ãðàíè÷íûõ óñëîâèé (17, 18, 19), ïîëó÷èì óñëîâèÿ íà ñïåêòð
ýíåðãèè êîëåáàíèé íà ìíèìîé îñè äëÿ òðåõ ñëó÷àåâ
ΨTE(ik) = 4 sh(kL) {2k ch(kL) + λ sh(kL)} ,
ΨTM−1(ik) = 4 ch(kL) {2k sh(kL) + λ ch(kL)} ,
ΨTM−2(ik) = k
2ΨTE(ik).
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çíà÷åíèé β = ma è ξ. àäèóñû ñåðû è ãîðëîâèíû êðîòîâîé íîðû
ñîâïàäàþò ïðè x = 0. Äëÿ áîëüøèõ ðàäèóñîâ ñåðû (R → ∞) ýíåð-
ãèÿ íóëåâûõ êîëåáàíèé Eren ïðèíèìàåò ïîñòîÿííîå çíà÷åíèå, ðàâíîå
ýíåðãèè Êàçèìèðà äëÿ âñåãî ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè. Â ïðåäåëå R→ 0
(ñëó÷àé, êîãäà ðàäèóñ ñåðû è ãîðëîâèíû êðîòîâîé íîðû ñîâïàäà-
þò) ýíåðãèÿ íóëåâûõ êîëåáàíèé Eren óáûâàåò äëÿ ïðîèçâîëüíûõ β è
ξ. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ñèëà Êàçèìèðà, äåéñòâóþùàÿ íà ñåðè÷åñêóþ
ïîâåðõíîñòü äëÿ äîñòàòî÷íî ìàëûõ ðàäèóñîâ ñåðû ÿâëÿåòñÿ ñèëîé
"ïðèòÿæåíèÿ" è íàïðàâëåíà ê ãîðëîâèíå êðîòîâîé íîðû. Â èíòåðâà-
ëå 0 < R/a <∞ ìîæíî ðàçëè÷èòü òðè ðàçíûõ ñèòóàöèè â ïîâåäåíèè
ýíåðãèè. Â ïåðâîì ñëó÷àå ýíåðãèÿ Eren íå èìååò ýêñòðåìóìîâ è ìî-
íîòîííî âîçðàñòàåò äëÿ ïðîèçâîëüíûõ çíà÷åíèé R/a. Ïðè ýòîì ñèëà
Êàçèìèðà ÿâëÿåòñÿ ñèëîé ïðèòÿæåíèÿ äëÿ ëþáûõ ðàäèóñîâ ñåðû.
Âî âòîðîì ñëó÷àå ýíåðãèÿ Eren ñíà÷àëà âîçðàñòàåò, à çàòåì óáûâà-
åò, ïðèíèìàÿ îïðåäåëåííîå çíà÷åíèå. Ïðè ýòîì ãðàèê ýíåðãèè â
îïðåäåëåííîì èíòåðâàëå èìååò îðìó áàðüåðà ñ íåêîòîðûì ìàêñè-
ìàëüíûì çíà÷åíèåì Eren1 ïðè R1/a. Ñèëà Êàçèìèðà â ýòîé ñèòóàöèè
ìåíÿåòñÿ ñ ñèëû "ïðèòÿæåíèÿ" (äëÿ R < R1) íà ñèëó "îòòàëêèâà-
íèÿ" (äëÿ R > R1). Çíà÷åíèå R = R1 ñîîòâåòñòâóåò òî÷êå íåñòà-
áèëüíîãî ðàâíîâåñèÿ. Â òðåòüåì ñëó÷àå ýíåðãèÿ Eren âîçðàñòàåò äëÿ
R/a < R1/a, óáûâàåò äëÿ R1/a < R/a < R2/a è çàòåì âîçðàñòàåò
äëÿ R/a > R2/a, ïðèíèìàÿ ïîñòîÿííîå çíà÷åíèå. Òàêèì îáðàçîì,
ãðàèê èìååò ìàêñèìóì è ìèíèìóì. Â ýòîé ñèòóàöèè ñèëà Êàçèìè-
ðà íàïðàâëåíà íàðóæó îò ñåðû ðàäèóñà R1 < R < R2 è âíóòðü
äëÿ ñåðû ðàäèóñîâ R < R1 è R > R2, ïðè ýòîì çíà÷åíèå R = R2
ñîîòâåòñòâóåò òî÷êå ñòàáèëüíîãî ðàâíîâåñèÿ, è ýíåðãèÿ Eren èìååò
ëîêàëüíûé ìèíèìóì.
Â ÷åòâåðòîé ãëàâå ðàññìàòðèâàåòñÿ äåéñòâèòåëüíîå ñêàëÿðíîå
ïîëå φ(x) â òðåõìåðíîì åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå ïðè íàëè÷èè ãðà-
íè÷íûõ óñëîâèé Äèðèõëå íà äâóõ èäåàëüíî ïðîâîäÿùèõ ïëàñòèíàõ
è èñòî÷íèêà ñ ñèíãóëÿðíûì ïîòåíöèàëîì â òî÷êå x = 0, ðàñïîëî-
æåííîãî ìåæäó ýòèìè ïëàñòèíàìè. Ê îáû÷íûì óñëîâèÿì Äèðèõëå
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èñ. 2: Çàâèñèìîñòü ýíåðãèè E(0, ξ, ǫ) îò ǫ äëÿ ξ = 0 (òîíêàÿ ëèíèÿ) è
ξ = 1/6 (òîëñòàÿ ëèíèÿ).
êðîòîâîé íîðû ñ áåñêîíå÷íî êîðîòêîé ãîðëîâèíîé îïèñûâàåòñÿ ñëå-
äóþùåé ìåòðèêîé
ds2 = −dt2 + dρ2 + r2(ρ) (dθ2 + sin2 θ dϕ2) . (6)
Ôîðìà ãîðëîâèíû êðîòîâîé íîðû îïèñûâàåòñÿ óíêöèåé ïðîèëÿ
r(ρ) = |ρ| + a, ãäå a > 0 - ðàäèóñ ãîðëîâèíû êðîòîâîé íîðû, à
ρ ∈ (−∞,+∞) îïèñûâàåò äâå èäåíòè÷íûå îáëàñòè D− ïðè ρ < 0
è D+ ïðè ρ > 0. Ïðîñòðàíñòâî-âðåìÿ âñþäó ïëîñêîå çà èñêëþ÷åíèåì
ãîðëîâèíû êðîòîâîé íîðû ñî ñêàëÿðíîé êðèâèçíîé, ïðîïîðöèîíàëü-
íîé äåëüòà-óíêöèè
R = −8δ(ρ)
a
. (7)
Ââîäÿ íîâûå ðàäèàëüíûå êîîðäèíàòû r± = ±ρ+ a, ìû ìîæåì ïåðå-
ïèñàòü ìåòðèêó (6) â ÿâíî ïëîñêîì âèäå
ds2 = −dt2 + dr2± + r2±(dθ2 + sin2 θ dϕ2). (8)
Â ïîäõîäå äçåòà-ðåãóëÿðèçàöèè ýíåðãèÿ íóëåâûõ êîëåáàíèé ñêà-
ëÿðíîãî ïîëÿ íà îíå ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè êðîòîâîé íîðû ñ áåñêî-
íå÷íî êîðîòêîé ãîðëîâèíîé, îêðóæåííîé îäíîé èëè äâóìÿ èäåàëüíî
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ïðîâîäÿùèìè ñåðàìè áóäåò âûãëÿäåòü ñëåäóþùèì îáðàçîì
E(s) = −µ2s cos(πs)
2π
∫ ∞
m
dk(k2−m2)1/2−s ∂
∂k
[
lnΨin + lnΨ
1
out + lnΨ
2
out
]
,
(9)
ãäå Ψin ïðåäñòàâëÿåò óíêöèþ äëÿ íàõîæäåíèÿ ñïåêòðà ýíåðãèè êî-
ëåáàíèé ìàññèâíîãî ñêàëÿðíîãî ïîëÿ, çàêëþ÷åííîãî â ïðîñòðàíñòâå
ìåæäó äâóìÿ ñåðàìè, Ψout - äëÿ ñïåêòðà ýíåðãèè êîëåáàíèé òàêîãî
æå ïîëÿ, âî âíåøíèõ îáëàñòÿõ (âíå ñåð).
Âûïîëíèâ ïåðåãðóïïèðîâêó ÷ëåíîâ, ñîäåðæàùèõ óíêöèè Áåññå-
ëÿ, ìîæíî ïðåäñòàâèòü âûðàæåíèå (9) â áîëåå óäîáíîì âèäå
E(s) = △E(s) + EMR (s) + EMR′ (s), (10)
ãäå
EMR (s) = −µ2s
cos(πs)
2π
∫ ∞
m
dk(k2 −m2)1/2−s × (11)
× ∂
∂k
ln Iν [k(a+R)]Kν [k(a+R)],
EMR′ (s) = −µ2s
cos(πs)
2π
∫ ∞
m
dk(k2 −m2)1/2−s × (12)
× ∂
∂k
ln Iν [k(a+R
′)]Kν [k(a+R
′)],
△E(s) = −µ2s cos(πs)
2π
∫ ∞
m
dk(k2 −m2)1/2−s ∂
∂k
lnΨ (13)
è
Ψ =
Ψin
Iν [k(a+R′)]Iν [k(a+R)]
. (14)
Âûðàæåíèå äëÿ EMR (s) â (12), ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ýíåðãèþ Êàçè-
ìèðà äëÿ ñåðû ðàäèóñà a+R â ïðîñòðàíñòâå-âðåìåíè Ìèíêîâñêîãî
ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè Äèðèõëå è ñîâïàäàåò ñ ïîëó÷åííûì ðàíåå
äðóãèìè àâòîðàìè. Âûðàæåíèå äëÿ EMR′ (s) â (13) ÿâëÿåòñÿ ïîëíîé
àíàëîãèåé ïðåäûäóùåãî, ñ òîé ëèøü ðàçíèöåé, ÷òî ñåðà ðàäèóñà
a+R′ ðàñïîëàãàåòñÿ â îáëàñòè D−.
Äëÿ ïîëó÷åíèÿ ýíåðãèè íóëåâûõ êîëåáàíèé ìàññèâíîãî ñêàëÿðíî-
ãî ïîëÿ â ïðîñòðàíñòâå-âðåìåíè êðîòîâîé íîðû, îêðóæåííîé îäíîé
10
ïðîâîäÿùåé ñåðîé ðàäèóñà R, ïîëîæèì R′ →∞. Â ýòîì ñëó÷àå, âû-
ðàæåíèå EMR′ (s) ðàâíî íóëþ è íå äàåò íèêîãî âêëàäà â ýíåðãèþ âñå-
ãî ïðîñòðàíñòâà, à âûðàæåíèå äëÿ △E(s) áóäåò ïðåäñòàâëÿòü ñîáîé
ðàçíèöó ìåæäó ýíåðãèåé Êàçèìèðà äëÿ êðîòîâîé íîðû, îêðóæåí-
íîé ñåðîé, è ýíåðãèåé äëÿ ñåðû òîãî æå ðàäèóñà â ïðîñòðàíñòâå-
âðåìåíè Ìèíêîâñêîãî. Òàêèì îáðàçîì, â ñëó÷àå îäíîé ñåðû, îêðó-
æàþùåé ãîðëîâèíó êðîòîâîé íîðû (R′ →∞), ìû ïîëó÷èì
Ψ =
(
Kν [ka]− Iν [ka]Kν [k(a+R)]
Iν [k(a+R)]
)
×
((
ξ − 1
8
)
Kν [ka] +
ka
4
K ′ν [ka]
)
−
− 1
8
Kν[k(a+R)]
Iν [k(a+R)]
. (15)
èñ. 3: Çàâèñèìîñòü ïåðåíîðìèðîâàííîé ýíåðãèè íóëåâûõ êîëåáàíèé
Eren/m îò x = R/a äëÿ β = ma = 0.04, 0.5 è ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé ξ è èê-
ñèðîâàííîé m. Ñ óâåëè÷åíèåì ξ ïîÿâëÿþòñÿ ìàêñèìóì è ìèíèìóì. Ïðè
äàëüíåéøåì óâåëè÷åíèè ξ êðèâàÿ "ïåðåâîðà÷èâàåòñÿ" è ýêñòðåìóì èñ÷å-
çàåò. Åñëè ðàäèóñ ñåðè÷åñêîé ïîâåðõíîñòè ïðåâûøàåò äåñÿòü ðàäèóñîâ
ãîðëîâèíû êðîòîâîé íîðû, òî ýíåðãèÿ äëÿ ëþáûõ ξ ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ,
ñîîòâåòñòâóþùèå ýíåðãèè âî âñåì ïðîñòðàíñòâå-âðåìåíè êðîòîâîé íîðû.
Íà ðèñóíêå 3 ïðåäñòàâëåíû ãðàèêè ïåðåíîðìèðîâàííîé ýíåð-
ãèè íóëåâûõ êîëåáàíèé, â âèäå óíêöèé îò x = R/a äëÿ ðàçëè÷íûõ
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